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1. Įvadas

Elektrokardiogramų derivacijų kreivės sudaromos pagal 
žmogaus širdies sukuriamų elektros potencialų pokyčius 
tam tikruose taškuose. Dabartiniai elektrokardiografai 
fiksuoja nuo 0,05 Hz iki 1 kHz dažnių elektrinius biolau-
ko virpesius (Rugienius 2004). Taigi matavimo prietai-
sų dažninės bei fazinės charakteristikos turi didelę įtaką 
elektrokardiogramų derivacijų formai ir kokybei (Berš-
kienė 2005, Janušauskas 2007, Patackaitė 2007, Rugie-
nius 2004, Warner 2002).

Straipsnyje nagrinėjama derivacijų tarpusavio ko-
variacija, taikant kovariacinių funkcijų teorijos princi-
pus ir remiantis prielaida, kad elektrokardiogramų de-
rivacijos yra atsitiktinės stacionariosios funkcijos F(t). 
Ši prielaida išplaukia iš to, kad derivacijos yra vieno 
elektrinių virpesių šaltinio atsitiktinių virpesių išraiška, 
kai atsitiktinio proceso vidurkis MF(t) = const ir dis-
persija DF(t) = const. Atsitiktiniais virpesiai tampa dėl 
atsitiktinio proceso vidinių ir išorinių faktorių įtakos 
bei dėl atsitiktinių matavimo klaidų. Taikant virtualių-
jų koordinačių sistemą buvo analizuota elektrinio lau-
ko jėgų stiprio kovariacijų kaita pagal laiką. Sudarytos 
formulės virtualiųjų koordinačių kovariacijų matricų 
įverčiams skaičiuoti.

2. Elektrokardiogramos derivacijų kovariacija

12 elektrokardiogramos derivacijų pagal jų fizinę prasmę 
buvo suskirstytos į 4 virtualiųjų trimačių stačiakampių 

koordinačių sistemas: I, II, III derivacijos – pirmoji siste-
ma, aVR, aVL, aVF derivacijos – antroji sistema, V1, V2, 
V3 derivacijos – trečioji sistema ir V4, V5,V6 derivaci-
jos – ketvirtoji sistema. Taigi atitinkamos derivacijos yra 
savosios sistemos elektrinio lauko jėgų stiprio kompo-
nenčių realizacijos. Toliau panaudojame 4 virtualiuosius 
elektrinius laukus su atitinkamais jų jėgų stipriais (Skei-
valas 2007, 2008).

Pateiksime bendrąją išraišką kovariacijai tarp elek-
trinio lauko jėgos stiprio F(t) reikšmių, nustatytų skirtin-
gais laiko momentais ti ir ts, skaičiuoti:
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čia K, M – atitinkamai kovariacijos ir vidurkio simbo-
liai, δF t F t MF ti i i( ) = ( ) − ( ) – elektrinio lauko jėgos sti-
prio atsitiktinė klaida dėl atsitiktinių faktorių įtakos, 
δ δF t h F ts i( ) = ( ), h – koeficientas, rodantis jėgos stiprių 
F(t) tarpusavio bei kovariacijų pokytį pagal laiko mo-
mentus ti ir ts, σF ti( ) – standartinis nuokrypis. 

Elektrinio lauko jėgos stiprio F(ti) standartinius 
nuokrypius σF ti( ) galima išreikšti atitinkamos derivaci-
jos komponenčių Fx, Fy, Fz standartiniais nuokrypiais. 
Galime parašyti:

F t F t F t F tx y z( ) = ( ) ( ) ( ){ }ϕ , , .
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čia F0 – pradinė F(t) reikšmė, R – artima nuliui netiesinių 
eilutės narių suma; ax, ay, az – dalinių išvestinių reikšmės, 
apskaičiuotos pagal žinomas komponenčių reikšmes.

Toliau galime rašyti:

σ σ σ σF t x F t y F t z F ta a a
x y z( ) ( ) ( ) ( )= + +2 2 2 2 2 2 2 .  (3)

Laikydami, kad σ σ σ σF F Fx y z
≈ ≈ ≈ 0 , gauname 

σF(t) ≈ σ0, nes a a ax y z
2 2 2 1+ + =  (stačiakampėje koordina-

čių sistemoje).

3. Kovariacijų koordinatinės išraiškos

Parašysime elektrinio lauko jėgos stiprio F(t) kovariaci-
jos formulę, remdamiesi komponentine išraiška (Skeiva-
las 2007, 2008):
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Toliau formulė (4) įgauna tokį pavidalą:
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čia K F F K F Fx y x yi s s i( ) = ( ), K F F K F Fx z x zi s s i( ) = ( ), 
K F F K F Fy z y zi s s i( ) = ( ).

Tardami, kad kovariacija tarp F(t) komponenčių 
maždaug vienoda, rašome:

K F t F t F Fi s i s
( ) ( ){ } ≤ ( ), , .9 α α  (6)

Elektrinio lauko jėgos stiprio F(t) kovariacijų įver-
čiams skaičiuoti panaudojame jėgos komponenčių mata-
vimų rezultatų s laiko momentais matricinę išraišką:
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F(t) komponenčių vektoriaus Fα pagal koordinates 
kovariacijų matricos įvertis KFα

 yra lygus
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Išraiška (8) skleistiniu pavidalu:

′ =

















=K
K K K
K K K
K K K

K K K
K KF

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

α

11 12 13

21 22 KK
K K K

23

31 32 33

















,  (9)

čia Kxx x= ′σ 2 , K yy y= ′σ 2 , Kzz z= ′σ 2 , ′ ′ ′σ σ σx y z, ,  – stan-
dartinių nuokrypių įverčiai.

F(t) komponenčių vektoriaus Fα pagal laiko momen-
tus kovariacijų matricos įvertis ′KFα

 skaičiuojamas taip:
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Formulė (10) skleistiniu pavidalu rašoma:
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Elektrinio lauko jėgos stiprių F(ti) ir F(ts) kovariaci-
jos įvertis, įvertinant išraiškas (6) ir (8), yra ne didesnis 
už kovariacijų matricos ′KFα

 (9) narių sumą:
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čia 0σ′  yra σ0 įvertis.
Taigi koeficientas h rodo elektrinio lauko jėgos stip-

rių F(t) tarpusavio kovariacijų kaitą pagal laiko momen-
tus ti ir ts.

4. Eksperimento ir skaičiavimų rezultatai

Pagal sudarytas formules buvo sudaryta kompiuterinė 
programa KorEkg.m, naudojant Matlab programinio 
paketo operatorius. Skaičiavimai atlikti pagal vienos 
širdies trijų elektrokardiogramų derivacijas, fiksuojant 
kas 1 ms 5 s laikotarpiu. Visos trys elektrokardiogra-
mos buvo užrašytos per 5 min, taikant 0,05–150 Hz 
filtravimą. Elektrokardiogramos užfiksuotos elektroni-
niu pavidalu, tolesnei analizei duomenys konvertuoti į 
FDA XML (HL7 aECG) formatą. Programa KorEkg.m 
buvo apskaičiuoti, taikant keturias derivacijų kombina-
cijas (po tris derivacijas kiekvienoje) pagal 4 virtualią-
sias koordinačių sistemas, elektrinio lauko jėgų stiprių 
F(t) tarpusavio kovariacijų kaitos koeficientai h. Taip 
pat gautos visų derivacijų kovariacijų funkcijos bei de-
rivacijų tarpusavio kovariacijų funkcijos, taikant kvan-
tavimo žingsnį k = 1 : n / 2, čia n = 5000 – derivacijos 
matavimo taškų skaičius.

Lentelėje parodyti elektrokardiogramos kiekvienų 
derivacijų nustatymo standartinių nuokrypių įverčiai. 
Praktikoje patikimais galima laikyti tuos matavimo duo-
menis, kurių standartinių nuokrypių įverčiai sudaro apie 
20 % matuotų dydžių reikšmių.

Derivacijų standartinių nuokrypių įverčiai  
Estimations of standard deviations of derivations 

Derivacijos Standartinių nuokrypių įverčiai eilės 
tvarka, mV

I, II, III 0,037 0,042 0,032
aVR, aVL, aVF 0,041 0,031 0,035

V1, V2, V3 0,039 0,070 0,067
V4, V5, V6 0,080 0,107 0,083

Pagal lentelėje pateiktus duomenis matyti, kad pa-
tikimos elektrokardiogramų derivacijų reikšmės bus tos, 
kurios ne mažesnės nei 0,2 mV, arba grafiniu  pavida-
lu – 2 mm. Taigi P, Q, S, T ir U dantelių nuokrypiai nuo 
nulinės ašies turėtų būti ne mažesni nei 2 mm, kad pagal 
juos daroma diagnozė būtų patikima.

Elektrokardiogramos pavienių derivacijų tarpusa-
vio priklausomybė įvertinama jų koreliacijos koeficientų 
matricomis, kurios yra lygios:
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Iš skaičiavimų duomenų akivaizdu, kad mažiausia 
koreliacija yra tarp aVR, aVL, aVF derivacijų. Tai rodo 
apie atitinkamų širdies zonų funkcinį sutrikimą.

1–4 paveiksluose pateikti koeficientų h, rodančių 
keturių derivacijų sistemų elektrinių jėgų atstojamųjų 
vektorių tarpusavio kovariacijų kaitą pagal ti ir ts laiko 
momentus, grafikai. 2 pav. matyti, kad derivacijų aVR, 
aVL, aVF atstojamojo elektrinio vektoriaus reikšmių tar-
pusavio kovariacija pagal ti ir ts laiko momentus lygi 0, 
t. y. vektoriaus reikšmės bet kuriais laiko momentais yra 
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epochų nr.*10

1 pav. I, II, III derivacijų atstojamojo vektoriaus reikšmių 
tarpusavio kovariacijų kaitos pagal ti ir ts laiko momentus 

koeficiento h1n grafikas 
Fig. 1. The graphic of coefficient of h1n of derivations I, II, 

III of resultant vectors inter-covariations deviations by time 
moments ti and ts
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2 pav. aVR, aVL, aVF derivacijų atstojamojo vektoriaus 
reikšmių tarpusavio kovariacijų kaitos pagal ti ir ts laiko 

momentus koeficiento han grafikas 
Fig. 2. The graphic of coefficient of han of derivations aVR, 

aVL, aVF of resultant vectors inter-covariations deviations by 
time moments ti and ts
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tarpusavyje nepriklausomos. Matyt, yra sutrikęs elektri-
nis ląstelių laidumas arba ląstelės blokuojamos (Dauno-
ras 2007). Taip pat būdingas 1 pav., iš kurio akivaizdu, 
kad derivacijų I, II, III atstojamojo elektrinio vektoriaus 
reikšmių tarpusavio kovariacija pagal ti ir ts laiko mo-
mentus yra nestabili ir žymiai kintanti.

5–8 paveiksluose parodyti derivacijų kovariacinių 
funkcijų grafiniai vaizdai. Koreliacinė priklausomybė 
tarp derivacijų reikšmių susidaro, kai kvantavimo žings-
nis k0 kinta nuo 0 ms iki 300 ms: I, II derivacijose kvan-
tavimo žingsnis k0 = 0–150 ms (III derivacijoje – k0 = 
0–800 ms), aVR, aVL, aVF derivacijose – k0 = 0–200 ms, 
V1, V2, V3 derivacijose – k0 = 0–100 ms, V4, V5, V6 de-
rivacijose – k0 = 0–300 ms. Tos pačios sistemos deriva-
cijų (pvz., V1V2, V1V3, V2V3) tarpusavio koreliacinė 
priklausomybė susidaro, kai kvantavimo žingsnio kitimo 
intervalas k0 = 0–100 ms. Pateiktieji duomenys rodo, kad 
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epochų nr.*10

3 pav. V1, V2, V3 derivacijų atstojamojo vektoriaus reikšmių 
tarpusavio kovariacijų kaitos pagal ti ir ts laiko momentus 

koeficiento hvn grafikas 
Fig. 3. The graphic of coefficient of hvn of derivations V1, V2, 
V3 of resultant vectors inter-covariations deviations by time 

moments ti and ts 
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4 pav. V4, V5, V6 derivacijų atstojamojo vektoriaus reikšmių 
tarpusavio kovariacijų kaitos pagal ti ir ts laiko momentus 

koeficiento hun grafikas 
Fig. 4. The graphic of coefficient of hun of derivations V4, V5, 
V6 of resultant vectors inter-covariations deviations by time 

moments ti and ts
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5 pav. I derivacijos kovariacinės funkcijos grafikas,  

k0 = 0–100 mV 
Fig. 5. Graphic of function covariation of derivation I,  

k0 = 0–100 mV 
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6 pav. aVR derivacijos kovariacinės funkcijos grafikas,  
k0 = 0–200 mV 

Fig. 6. Graphic of function covariation of derivation aVR,  
k0 = 0–200 mV 
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7 pav. V1 derivacijos kovariacinės funkcijos grafikas,  
k0 = 0–500 mV 

Fig. 7. Graphic of function covariation of derivation V1,  
k0 = 0–500 mV 
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egzistuoja palyginti nedidelio kvantavimo žingsnio deri-
vacijų elektrinių laukų potencialų koreliacija.

%Programa KorEkg.m
%Elektrokardiogramų koreliacine analize KorEkgs.m, 
%ekgi-vektorinių reikšmių masyvas,duomenys kas 1ms 5s 
%laikotarpiu;
load C:\matlab\EKGs\ekg1.txt;
load C:\matlab\EKGs\ekg2.txt;
load C:\matlab\EKGs\ekg3.txt;
ekg1=ekg1(:);
ekg2=ekg2(:);
ekg3=ekg3(:);
n1=size(ekg1,1);
n2=size(ekg2,1);
n3=size(ekg3,1);
dg1=ekg1-mean(ekg1);
dg2=ekg2-mean(ekg2);
dg3=ekg3-mean(ekg3);
gek1=plot(dg1(1:n1),’-r’),grid;
title(‘kardiograma’);
set(gek1,’LineWidth’,3);
xlabel(‘epochų nr.’);
ylabel(‘kardiogramos reikšmės c’);
print(‘-dtiff ’,’-r400’,’C:\matlab\EKGs\gek1.tiff ’);
fc12=conv(dg1,dg2);
gfc12=plot(fc12(1:n1),’-r’),grid;
title(‘skleistinė sx’);
set(gfc12,’LineWidth’,3);
xlabel(‘epochu nr.’);
ylabel(‘skleistinės reikšmės s’);
print(‘-dtiff ’,’-r400’,’C:\matlab\EKGs\gfc12.tiff ’);
dg123=[dg1 dg2 dg3];
m123=size(dg123,2);
for k=1:(n1/2+1);
   sum=0;
for i=1:n1-k+1;
sum=sum+dg1(i)*dg1(k-1+i);
%kf1(k)=1/(n1-k)*sum;
end;
kf1(k)=1/(n1-k)*sum;

end;
gkf1=plot([kf1],’-r’),grid;
title(‘kovariacijų funkcija kf1’);
set(gkf1,’LineWidth’,3);
xlabel(‘kvantavimo intervalai k’);
ylabel(‘kovariacijų reikšmės ke’);
print(‘-dtiff ’,’-r400’,’C:\matlab\EKGs\gkf1.tiff ’);
k=1:(n1/2+1);
kf1e=polyfit(k,kf1,9);
kf1p=polyval(kf1e,k);
gkf1p=plot(kf1p,’-r’),grid;
title(‘aproksimuota kovariacijų funkcija kp’);
set(gkf1p,’LineWidth’,3);
xlabel(‘kvantavimo intervalai k’);
ylabel(‘aproksimuotų kovariacijų reikšmės kp’);
print(‘-dtiff ’,’-r400’,’C:\matlab\EKGs\gkf1p.tiff ’);
for k=1:(n2/2+1);
   sum=0;
for i=1:n2-k+1;
sum=sum+dg2(i)*dg2(k-1+i);
kf2(k)=1/(n2-k)*sum;
end;
%kf2(k)=1/(n2-k)*sum;
end;
gkf2=plot([kf2],’-r’),grid;
title(‘kovariacijų funkcija kf2’);
set(gkf2,’LineWidth’,3);
xlabel(‘kvantavimo intervalai k’);
ylabel(‘kovariacijų reikšmės ke’);
print(‘-dtiff ’,’-r400’,’C:\matlab\EKGs\gkf2.tiff ’);
%kff2=fft(gek2);
%gkff2=plot([kff2],’-r’),grid;
%title(‘kovariacijų funkcija’);
%set(gkff2,’LineWidth’,3);
%xlabel(‘epochųnr.’);
%ylabel(‘kovariacijų reikšmės k’);
%print(‘-dtiff ’,’-r400’,’C:\matlab\EKGs\gkff2.tiff ’);
for k=1:(n3/2+1);
   sum=0;
for i=1:n3-k+1;
sum=sum+dg3(i)*dg3(k-1+i);
kf3(k)=1/(n3-k)*sum;
end;
end;
gkf3=plot([kf3],’-r’),grid;
title(‘kovariacijų funkcija kf3’);
set(gkf3,’LineWidth’,3);
xlabel(‘kvantavimo intervalai k’);
ylabel(‘kovariacijų reikšmės ke’);
print(‘-dtiff ’,’-r400’,’C:\matlab\EKGs\gkf3.tiff ’);
for k=1:(n1/2+1);
   sum=0;
for i=1:n1-k+1;
sum=sum+dg1(i)*dg2(k-1+i);
kf12(k)=1/(n1-k)*sum;
end;
end;
gkf12=plot([kf12],’-r’),grid;
title(‘kovariacijų funkcija kf12’);
set(gkf12,’LineWidth’,3);
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8 pav. V4 derivacijos kovariacinės funkcijos grafikas,  
k0 = 0–250 mV 

Fig. 8. Graphic of function covariation of derivation V4,  
k0 = 0–250 mV
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xlabel(‘kvantavimo intervalai k’);
ylabel(‘kovariacijų reikšmės ke’);
print(‘-dtiff ’,’-r400’,’C:\matlab\EKGs\gkf12.tiff ’);
for k=1:(n1/2+1);
   sum=0;
for i=1:n1-k+1;
sum=sum+dg1(i)*dg3(k-1+i);
kf13(k)=1/(n1-k)*sum;
end;
end;
gkf13=plot([kf13],’-r’),grid;
title(‘kovariacijų funkcija kf13’);
set(gkf13,’LineWidth’,3);
xlabel(‘kvantavimo intervalai k’);
ylabel(‘kovariacijų reikšmės ke’);
print(‘-dtiff ’,’-r400’,’C:\matlab\EKGs\gkf13.tiff ’);
for k=1:(n2/2+1);
   sum=0;
for i=1:n2-k+1;
sum=sum+dg2(i)*dg3(k-1+i);
kf23(k)=1/(n2-k)*sum;
end;
end;
gkf23=plot([kf23],’-r’),grid;
title(‘kovariacijų funkcija kf23’);
set(gkf23,’LineWidth’,3);
xlabel(‘kvantavimo intervalai k’);
ylabel(‘kovariacijų reikšmės ke’);
print(‘-dtiff ’,’-r400’,’C:\matlab\EKGs\gkf23.tiff ’);
for i=1:n1/10;
dg=dg123(1:i*10,:);
Kx=cov(dg); %koordinačių vektoriaus kovariacijų matricos 
įvertis;
m=size(Kx,1);
v=ones(1,m);
skx=v*Kx*v’;
Dx=mean(diag(Kx));
h1(i)=1/Dx*skx; %diagramos pokyčio koeficientas tarp epochų 
t1 ir ts;
h1n(i)=1/h1(1)*h1(i);
h1n1=[h1n];
sx=sqrt(diag(Kx)); %koordinačių standartinių nuokrypių įver-
čių vekt.;
Rx=corrcoef(dg);%koordinačių kor. koef.matricos įvertis;
%Kt=cov(dg’); %koordinačių vektoriaus pagal epochas kovari-
acijų %matricos įvertis;
%Rt=corrcoef(dg’); %koord.kor.koef.pagal epochas matric.
įvertis;
%Rte=Rt(1,:);
%st=sqrt(diag(Kt)); %koordinačių standartiniu nuokrypiu 
įverčiu %pagal epochas vektorius;
                end;
kff2=fft(h1);
gkff2=plot([kff2],’-r’),grid;
title(‘Furje funkcija kf ’);
set(gkff2,’LineWidth’,3);
xlabel(‘epochu nr.’);
ylabel(‘furje reikšmės ke’);
print(‘-dtiff ’,’-r400’,’C:\matlab\EKGs\gkff2.tiff ’);

gkx=surf(Kx);
print(‘-dtiff ’,’-r400’,’C:\matlab\EKGs\gkx.tiff ’);
gh1n=plot(h1n),grid;
title(‘koeficientų h1n kaita tarp t1 ir ts epochų’);
set(gh1n,’LineWidth’,2);
xlabel(‘epochų nr.*10’);
ylabel(‘koeficientų h1n reikšmės’);
print(‘-dtiff ’,’-r400’,’C:\matlab\EKGs\gh1n.tiff ’);
%grte=plot(Rte),grid;
%title(‘koreliacijos koeficientai pagal epochas’);
%set(grte,’LineWidth’,2);
%xlabel(‘epochu nr.’);
%ylabel(‘koeficientų reikšmės’);
%print(‘-dtiff ’,’-r400’,’C:\matlab\EKGs\grte.tiff ’);
dlmwrite(‘C:\MATLAB\EKGs\kf2.rez’,kf2,’ ‘);
dlmwrite(‘C:\MATLAB\EKGs\kf3.rez’,kf3,’ ‘);
dlmwrite(‘C:\matlab\EKGs\h1n1.rez’,h1n1,’ ‘);
dlmwrite(‘C:\matlab\EKGs\sx.rez’,sx,’ ‘);
%dlmwrite(‘C:\matlab\EKGs\st.rez’,st,’ ‘);
dlmwrite(‘C:\matlab\EKGs\Rx.rez’,Rx,’ ‘);
%dlmwrite(‘C:\matlab\EKGs\Rte.rez’,Rte,’ ‘);
%F(t) kovariacijos pokyčio koeficientas h parodo kaita tarp 
%pradines epochos t1 ir paskutinės epochos ts, t. y.
%K(F(t1), F(ts)) ≤ h*sigma(R(t1))

5. Išvados

1. Išvestos formulės širdies elektrinio lauko jėgų stiprio 
F(t) kovariacijoms ir jų pokyčiams tarp pradinio ir ei-
namojo laiko momentų nustatyti, taikant elektrokar-
diogramų derivacijas.

2. Remiantis kovariacinėmis funkcijomis, atlikti tyrimai 
elektrokardiogramos derivacijų reikšmių koreliacijai 
pagal kvantavimo žingsnį nustatyti.

3. Iš gautųjų rezultatų daromos išvados, apie atitinkamų 
širdies funkcinių zonų funkcinius sutrikimus.
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