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1. Įvadas

Apdorojant metrologinių ir geodezinių tinklų matavimų 
duomenis yra taikomas mažiausiųjų kvadratų metodas. 
Praktikoje išlygintų parametrų ir dydžių vektorių kova-
riacijų matricų įverčiams skaičiuoti taikomos klasikinės 
formulės, pagal jas įvertinama tik išmatuotų dydžių klai-
dų ir taikomo metodo įtaka kovariacijų matricų įver-
čiams (Koch 2000; Skeivalas 1995, 2007). Pagrindinių 
lygčių koeficientų klaidų įtaka geodezinių tinklų išlygin-
tų parametrų ir dydžių tikslumui nagrinėta kai kuriuose 
plokštuminių ir erdvinių geodezinių koordinačių trans-
formavimo darbuose (Skeivalas 2006; Skeivalas, Dargis 
2006). Straipsnyje pasiūlytos formulės geodezinių tinklų 
išlygintų parametrų ir dydžių vektorių kovariacijų matri-
cų įverčiams skaičiuoti atsižvelgiant į parametrinių lygčių 
koeficientų įtaką. Kovariacijų matricų įverčiai sudaryti iš 
dviejų komponenčių. Viena iš jų rodo išmatuotų dydžių 
klaidų, o antroji – parametrinių lygčių koeficientų klaidų 
įtaką išlygintų parametrų ir dydžių tikslumui.

2. Teoriniai teiginiai

Geodezinių tinklų išlyginimo praktikoje labiausiai papli-
tęs mažiausiųjų kvadratų metodas, taikant parametrus. 
Išlyginant kompiuteriniu būdu, parametrų variantas yra 
pranašesnis nei koreliatų, nes padeda automatizuoti rei-
kiamų parametrinių lygčių sistemų sudarymą. Parame-
trų apytikrių reikšmių pataisų vektorius τ atliekant išly-
ginimo procedūras nustatomas pagal išraišką:
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čia n = aTPa – normalinių lygčių koeficientų matrica, 
a – parametrinių pataisų lygčių koeficientų matrica, P – 
išmatuotų dydžių svorių matrica, Ta Plω =  – norma-
linių lygčių laisvųjų narių vektorius, l – pataisų lygčių 
laisvųjų narių vektorius.
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čia σ0 – matavimo rezultato, kurio svoris lygus vienetui, 
standartinis nuokrypis.

Pertvarkome formulę (1), sudarydami joje naujas 
matricas 1

0
−n  ir 0ω , blokinių matricų pavidalu ir nauja 

išraiška (Skeivalas 2006):
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čia 0
tω  yra blokinė kvazidiagonalioji matrica, sudaryta iš 

k blokinių tω  komponenčių, in  – matricos n –1 i-oji ei-
lutė, n n n n
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t. Taigi matrica 1

0
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vektorius, ir vektoriaus τ kovariacijų matricos kτ kom-
ponentę ( )akτ  galime rašyti tokiu pavidalu:
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čia i, j = 1, 2, ..., k.
Nustatysime kovariacijų matricos ( )akτ  (5) blokinių 

dalių 
i jn nk  (6) išraiškas. Šiam reikalui taikysime matri-

cų diferencijavimą. Matricos n –1 = (atPa)–1 nuokrypį 
nuo vidurkio m(n –1) rašome matricos δn –1 pavidalu:

δ

δ

δ

n n m n

m n
n
n

n
a

a

m n
n
n

n
a

a

− − −

−
−

−
−

= − ( ) =

( ) +
∂
∂

∂
∂

−

( ) =
∂
∂

∂
∂

1 1 1

1
1

1
1

,  (7)

čia m(n –1) – atvirkštinės matricos n –1 vidurkis, ku-
ris suprantamas kaip jos elementų vidurkis; δa = a – 
m(a) – matricos a nuokrypis nuo vidurkio m(a).

Toliau rašome dalinės išvestinės δn –1/δn išraišką 
(Skeivalas 2007):

nn–1 = e,

ir  
1

1 0
n n

n n
n n

−
−∂ ∂

+ =
∂ ∂

,

arba 
1

1 1 2 .
n

n n n
n

−
− − −∂

= − = −
∂

 (8)

Dalinė išvestinė δn/δa yra lygi
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Į formulę (7) įrašę išraiškas (8), (9) gauname:
1 22 ,a

tn n a P a n a− −δ = − δ = − δ        (10)

čia 22 −= − t
an n a P  – stačiakampė matrica (k×n), δa – 

koeficientų pataisų matrica (n×k). 
Toliau sudarome išraišką:
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čia δai – i-asis matricos δa stulpelis.
Vektoriaus 1

0n −δ  kovariacijų matrica yra lygi
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Formulę (12) galima išreikšti
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čia pirmosios blokinės kvazidiagonaliosios matricos mat-
menys yra (kk×kn), o antrosios – (kn×kk). Blokinių dalių 

an  skaičius kiekvienoje kvazidiagonaliojoje matricoje ly-
gus k. Blokinių dalių 

i ja ak  matmenys yra (n×n).
Praktiniams skaičiavimams buvo sudaryta kompiu-

terinė programa Tinparg.m, taikant Matlab programinio 
paketo operatorius:
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% Parametrinių lygčių koeficientų klaidų įtakos analizė;
Na=2*N1^2*A’*P;
Nad=zeros(k*k,k*n);
for i=1:k;
for j=1:k;
for f=1:n;
Nad(j+i*k-k,f+i*n-n)=Na(j,f);
end;
end;
end;
wt=w’;
w0t=zeros(k,k*k);
for i=1:k;
for j=1;
for f=1:k;
w0t(j+i*1-1,f+i*k-k)=wt(j,f);
end;
end;
end;
%Ka=10^-4*eye(k*n);
Ka1=cov(A’);
Ka=zeros(k*n,k*n);
for i=1:k;
for j=1:n;
for f=1:n;
for g=1:k;
Ka(j+i*n-n,f+g*n-n)=Ka1(j,f);
end;
end;
end;
end;  
KN0=Nad*Ka*Nad’;
Kta=w0t*KN0*w0t’;% išlygintų parametrų vektoriaus kovariacijų
% matrica dėl lygčių koeficientų klaidų įtakos;
% KAa=cov(A);
% KAa1=cov(A’);  

Skaičiavimams naudota Lietuvos 1-osios klasės 
vertikaliojo tinklo matavimo ir išlyginimo duomenys 
(Adam et al. 2000; Ardlan et al. 2002; Moritz 1988; Skei-
valas 2007, 2008). Tinklo mazginių taškų išlygintų alti-
tudžių standartinių nuokrypių dėl parametrinių lygčių 
koeficientų klaidų įtakos įverčių vidutinė reikšmė gauta 
m mH a a ( ) ( )= ≈τ 6 mm.

Vertikaliojo tinklo mazginių taškų išlygintų alti-
tudžių standartinio nuokrypio įverčiai dėl išmatuotų 
dydžių klaidų įtakos kinta nuo 5 mm iki 9 mm. Taigi 
parametrinių lygčių koeficientų klaidų įtaka išlygintų 
parametrų tikslumui yra maždaug 30% mažesnė nei iš-
matuotų dydžių klaidų įtaka.

3. Išvados

1. Straipsnyje pateiktos formulės mažiausiųjų kvadra-
tų metodu išlygintų parametrų vektorių kovariacijų 
matricų įverčiams skaičiuoti, įvertinant parametrinių 
lygčių koeficientų klaidų įtaką.

2. Praktiniai skaičiavimai pagal Lietuvos 1-osios klasės ver-
tikaliojo tinklo matavimų duomenis parodė, kad para-
metrinių lygčių koeficientų klaidų įtaka išlygintų para-
metrų standartinio nuokrypio įverčiams yra gana žymi, 
ir jų reikšmės maždaug 30% mažesnės už standartinio 
nuokrypio įverčius dėl išmatuotų dydžių klaidų.
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