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KOMPIUTERINIU INTEGRAVIMO TECHNOLOGIJU PALYGINIMAS SUDARANT
GEOMETRISKAI NETIESINIO SLUOKSNIUOTOJO BAIGTINIO ELEMENTO

PRADINIU POSLINKIU MATRICA

V. Kulini¢

Vilniaus Gedimino technikos universitetas

1. Jvadas

Statyboje ir kitose technikos srityse pastaruoju metu
naudojama vis daugiau kompozitiniy ortotropiniy kon-
strukciniy elementy. Sprendziant pakankamai plony
sluoksniuotyju statybinés ir kitos paskirties ploksciu skai-
¢lavimo uZdavinius, rezultatai daznai biina netikslas, jei-
gu laikomasi prielaidos, kad konstrukcijos elementy po-
slinkiai ir deformacijos yra labal mazi.

Daugelyje zinomy komerciniy ir moksliniy skai¢iuo-
jamujy pakety, tokiy kaip ABAQUS, ALGOR, ANSYS,
COSMOS/M, nerealizuotas geometrinis netiesiSkumas
sluoksniuotoms plokitems [1—4]. Sia kryptimi vykdomi
tyrimai ir yra sukurta daug programu, taciau kompozi-
tinéms (sluoksniuotosioms) konstrukcijoms modeliuoti
daZniausiai kuriamos tokios metodikos, kurias galima
sékmingai taikyti tik tam tikriais konkrediais atvejais
[5].

Vienintelis bendrojo pobuidzio baigtinis elementas
sluoksniuotosioms ortotropinéms lenkiamosioms ploks-
téms, kuriam nekeliami jokie formos, sluoksniy storiy,
medziagu fizikiniu bei mechaniniy charakteristiky, or-
totropiskumo a$iy krypties, apkrovimo biido ir krastiniy
salygu reikalavimai, yra TRIPLT [6]. Taciau iki $§iol
§iam pakankamai sudétingam elementui, turiniam 50
laisvés laipsniy, nebuvo realizuotas geometrinis netie-
si$kumas.

Atliekamy tyrimy tikslas — pagal elementa TRIPLT
sukurti universaly geometriskai netiesinj sluoksniuotajj
elementa, kuris gali biiti naudojamas jvairiausioms
(iskaitant ir gelzbetonines) plok$téms modeliuoti.

Realizuojant geometrinj netiesiSkuma daugiausia de-
mesio skiriama liestinei standumo matricai, kuri yra
svarbiausia vykstant iteraciniams procesams. Kadangi

kiekviename iteracijos Zingsnyje su ja atliekami jvairis

veiksmai, todél galima teigti, kad skai¢iavimo modelio
efektyvumas labiausiai priklausys nuo liestinés standu-
mo matricos sudarymo ir apdorojimo algoritmu efekty-
vumo. Sioms matricoms sudaryti taikoma kompiuteri-
nés algebros technologija.

Straipsnyje parodyta, kaip Zinomam tiesiniam ele-
mentui TRIPLT pritaikomas geometrinis netiesiSkumas,
apibiidinta liestiné standumo matrica geometrikai ne-
tiesiniam elementui ir pateiktos pradiniu poslinkiu mat-
ricos iSraiskos.

Paprogramiai pradiniy poslinkiy matricai skaiciuoti
i$vesti taikant kompiutering algebra. Straipsnyje apra-
§ytos kompiuterinio integravimo procediros ir lyginami

integravimo metodai.

2. Baigtinis elementas TRIPLT

Sluoksniuotojo baigtinio elemento TRIPLT geomet-
rinés matricos gaunamos naudojant normuotasias L-koor-
dinates [7, 8]. Poslinkiai ir posiikiai elemento viduje i§-
rei$kiami, naudojant mazginius poslinkius (posiikius), ju
gradientus ir poslinkius (posiikius) elemento viduje [7].

Atsizvelgiant | tiesing ir netiesing dedamasias,
sluoksniuotojo baigtinio elemento TRIPLT deformaci-

jas galima uZraSyti taip:

/ / ! !

el el BP [Bf
e=qef t+1 0 o= |B°|]+| [0] | =[S, (D)

£} 0 B* [0]

eé’[ — tiesiné membraniniy deformaciju dalis; 88 -

lenkimo deformacijos (kreiviai); gf — Slyties deforma-
0 Y

cijos; ef[ — netiesiné membraniniy deformacijy dalis;

V=V, W0 W Ve, Wey ) — visu mazginiy poslin-
kiu ir posukiy vektorius;
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Visi kiti matricos [Bi] elementai yra nuliniai vek-

B
b c _ ) o toriai:
B” |1=|B; | — geometrinés matricos tiesin¢ da-
B’ -
[[o7] [o7 0| [o”
lis, kuri susideda i3 triju submatricy, atitinkan¢iu memb- of L loT [Bl‘?l ]x: of b Jof
ranines, lenkimo ir $lyties deformacijas: ol | o7 ol | lof
Hi[F o o’ o’ o’ pe]=| o7 o7 0T 0" of
T T T T T
of  HL[F[' o of o7 oo
- T T T T
HE[F]_I H'TI[F]—I o7 o7 o7 OT OT OT ()T OT
o7 o7 o7 _HHFF o7 OT OT OT OT 0T
o7 o7 o7 ol _HZ[F]—I | 0 0 0 0 0 |
of o’ of —"HL[F[! -HI[F]? ‘
oT o” HTz[F]_I of —HT[FTI Jégos ir. 1?101-11en.tai, veik.iantys éluo.ksniuotojOJe
T T T 1 T | T plokstéje, skaiGiuojami pagal zinomas israiSkas [9, 10],
0 0 Hi[FI -H'[F] 0 . o L L
- ' 4 o sluoksniuotosios plokstés membraniniy, lenkimo ir §ly-
(2)  ties jtempimy atstojamyju vektorius gali biiti uzrasSytas
2 2 2 i
H ={},13.13. 31, 131L5. 13L,. taip:
LIL%,LQZ/%,L3L%.L1,L2,L3}— normuotyjy koordinaciy
. oH’ r o . [eco+ecs |
vektorius; HTl E—,HY; Eﬁ— — jo iSvestinés; ! *
. oK 2 (9y 8.‘.!0 + 8_1‘,L
T . S e : Enote€ns
[F] — konfigiracijos matrica, kurios iSraiska galima ras- e Y
-K,
ti literatiiroje [7]; o=[7K K'\ =[Tkeg+e ) =[TFk, (6)
-k,
lBl{Jl _ZK.\‘)"
e L, . L. . 'Yy:
[O] =[BL] — geometrinés matricos netiesiné dalis. v
XZ

[o]
Remiantis geometridkai netiesiniy baigtiniy elementy  [¢/] — bendroji medZiagos tamprumo matrica:

teorija [7], netiesiné membraniniy deformaciju dalis ga-

T [4] [B] [0]
i buti uzrayta taip:
[<]=|[B] [D} [0]|- (7
T 1 _
[ H FI'w,, 0 o] [0} [
el = 0 HL[F My, X 4 . o
HTz[F]_l\I’w HTl[F]_l‘I’w Submatricos [A], [B], [D] ir [A] gaunamos 15 jé-
' ’ 3) gu ir momenty i$raiSky, naudojant integravimo proce-
Hi[F[* _s2] daras [9, 10].
H‘Y;-[F]_l Yy = L Wi

. o . Lo 3. Liestin¢ standumo matrica
Taip gaunama geometrinés matricos netiesinés da-

lies [BZ] submatrica: Remiantis baigtiniu elementy teorija [7], geomet-

riskai netiesinés baigtiniy elementy sistemos lygtis yra:
" [F] g, 0 [FT [K7(w)]w =P, (8)

He
[Bf[] = H,Tz[F]—l\lle_Tg [F]—l [KT (\II)] — liestiné (tangentiné) standumo matrica,

H,Tz[FTI‘I’wHHF]—I +H,€[FTIWWH,T2[F]—I priklausanti nuo mazginiy poslinkiy vektoriaus y ir
susidedanti 1§ jprastinés tiesinés tampriosios standumo

(4)  matricos [KO] ir dvieju pakopiniy standumo matricy:

353



pradiniy jtempimu matricos [KG], kuri priklauso nuo
einamosios jtempimuy biisenos, ir pradiniy poslinkiy (ar-
ba dideliy poslinkiy) matricos [KL], kuri tiesiskai ir
kvadratiskai priklauso nuo poslinkiy.

Baigtinio elemento pradiniu poslinkiy matrica:

[kt 1= 1 115 Jan+
iles T 1ot aas flas Fiolas s ©

arba iSreiskiant bendrosios tamprumo matricos submat-

ricomis (7):

[ ]- i[Bplr 187 Jaa+

([ [ 18182 Jaa+ i [ s Jaa+
A A (10)

fl82 T 15l Jaa+ g[8} | L4} Jaa.

A A

4, Pradiniy poslinkiy matrica

Pradiniy poslinkiy matricai gauti i§ (10) naudoja-
mos (10x10) dydzio bazinés matricos [7]:

[ )= [FT7 [0 WO [FT Ty, i anlF T i ()
A
[Tij,kl]=

[FI7 [H ) [FT | L [FT Ty B AFTT (12)
A

(i, j, k =1, 2).
Visa pradiniy poslinkiy matrica (50x50) susideda
i§ devyniu (10x10) dydzio submatricu:
[ |
ol o] [k,5] oI D] ]
0 k) I )
[KL33] [KL34] [KL35]

o] [o] |

| symm o] |

.-

(13)

[K113]= Ay [Tl,l 1+ A [T1,22 J"‘ Az [Tz,zz I+
Age ([T2,21 ]+ [T2.12 ])+ A16([T2,1 1 ]+ [TI,ZI ]+ [Tuz])

Ag ([T1,21 - [Tl,lz ])+ Az ([Tl,zz I+ [T2,21 J+ [T2,12])

[K154]= —311[7'1,11]T —Bp hzz]] ~ B h,zz]r -
B66([r2,21]r + h,n]r )’

316([Tz,11]r + %l,zl]r + [rmr ]

[K123]= A1 [Tz.11J+ Ajg [Tl.l 1]+ A lTv,vv |+

[K135]=-B1, Tz.u] —Bye [Tl,u]T - By bz,zz]r -

wfbad T )
326([1122}]-“":Tz,zl]r+k'2‘12}r)

(K 33]= A [0 1+ Axp[Top 00 1+

[Tl 1,22]r + [Tl 1,22 ])+

e [Tn,zllr+[T11,1z]r+[T11,21]+[T11,12])+
426 [7’12,22]+[T21,22]+[T12,22]r+[T2],22F)+ (14)

Ass| [Tia o ]+ [Tmz]r +[Man 1+ [sz]J

=S
%)

A, ir B, yra skaliariniai bendrosios tamprumo mat-
ricos (7) komponentai, o kokybiskas baziniu matricy
i§raiSkas galima gauti tik taikant kompiutering algebra

[11], naudojant analizinj arba skaitini integravima.

5. Pradiniy poslinkiy matricos sudarymas, taikant

kompiutering algebra

Bazinés matricos [Y;ﬂ\] (i, j, k=1, 2) ir [Tij,kl]
(i, j, k [=1, 2) gaunamos, suintegravus funkcijas, | ku-
rias jeina atitinkamai Se$tojo ir aStuntojo laipsnio
L-koordina¢iy polinomai, naudojant analizini integravi-

ma pagal formule [7]:

alblc!

LilyL2dA =2A ————
j 17273 (a+b+c+2) (15)

A
ir du skaitinio integravimo budus, kurie toliau bus va-

dinami Gauso ir Radau metodu (naudojant Gauso ir
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Radau svorio koeficientus [12]) ir Hammerio metodu
(naudojant Hammerio svorio koeficientus [13]).
Sestojo laipsnio polinomui skaitiskai suintegruoti
reikia ne maziau kaip septyniy integravimo tasky, as-
tuntojo laipsnio polinomui — ne maziau kaip devyniy
tasku [12]. Deja, taikant Gauso ir Radau metodq in-
tegruojama arba keturiuose, arba devyniuose taskuose,

taigi abiem atvejais tenka imti devynis taSkus (1 pav.).

1 pav. Taskai, skirti integruoti trikampio plote Gauso-
Radau metodu

Fig 1. Integrating points in a triangular region by Gauss-
Rada

Skaitinis integralas apskai¢iuojamas pagal formulg
[12]:

n n

1= Y WLy, Ly, L3). (16)

i=l j=1
dia f (LI,LZ, L3) — integruojama funkcija; musu atveju
tai:
Fy Ly, Ly)=H HE[FT Ty HY - (7)
$eStojo laipsnio polinomy matrica, arba —
T -7 T
FLy, Ly, Ly)=H pyl [FYTH B [Ty B —18)

aStuntojo laipsnio polinomy matrica.
W - svorio koeficientai:
W=ASOH()1-L;). (19)
Integravimo taSky koordinatés:
L, = AI(i),
Ly = AJ(j)A = Ly),
L3 =1- Ll - L2 s

(20)

i j=1,2, 3.

Funkeiju AIG), AJ(j), ASG), H(j)d reiksmés ima-
mos 1§ lenteliy [12].
Integruojant Hammerio metodu $estojo laipsnio po-

linomui imami septyni taskai (2 pav., a), o astuntojo

laipsnio polinomui — devyni (2 pav., b).

2 pav. Taskai, skirti integruoti trikampio plote Hammerio
metodu: a) $eStojo laipsnio polinomui, b) aStuntojo
laipsnio polinomui

Fig 2. Integrating points in a triangular region by Ham-
mer: a) for sixth degree polynomial, b) for eighth de-
gree polynomial

Skaitinio integravimo formulé [13]:

n=7- $e§tojo laipsnio polinomui; #»=9 - a$tuntojo
laipsnio polinomui.

Hammerio svorio koeficientai W; ir tasku koordi-
natés imami 1§ lenteliu [13].

Kaip matyti i§ lentelés, kurioje pateiktas metody
efektyvumo palyginimas, tiek integruojant analizi$kai,
tiek ir skaitiskai, reikia atlikti labai daug aritmetiniy
veiksmu, nors skaitinio integravimo atveju ju reikia zy-
miai maziau.

Verta pazymeéti, kad pradiniy poslinkiu submatri-
cas idreiksti, naudojant bazines matricas, reikia tik ana-
liziniam integravimui, nes kiekvienas polinomo narys
turi buti integruojamas atskirai. Taciau, integruojant skai-
tiskai, sumuojamos pacios integruojamos funkeijos, tai-
gi naudoti §iam tikslui i§pléstas submatricas [KLE/'] (14)
baty labai neracionalu. Siuo atveju reikia siekti kuo di-
desnio kompaktiskumo jau normuotyjy koordinaéiy ir
mazginiy poslinkiy vektoriy lygiu.

Pavyzdziui, galima isskirti skaliarines dalis:

yoF TH,; =H[Fly, =5, (22)

ir apskaiciuoti jas atskirai kiekvienam integravimo tas-
kui, 1§ integravimo lenteliy iraSius atitinkamas integra-
vimui paruostas H; ir H; reik§mes ir koordinates,
taip formuojant vektorius, kuriy kiekvienas elementas
yra skaliaro S, reikimé vienam iteracijos zingsniui.
Savo ruoztu atskirais paprogramiais kuriamos ir

(10x9) dydzio matricos H) ir Hj kuriy stulpeliai
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Integravimo metody efektyvumo palyginimas, atsizvelgiant | gauty Fortrano paprogramiy slankiojo kablelio operacijy skaiciy

Comparison of effectiveness of the integrating methods based on amount of floating point operations in FORTRAN subroutines

Budai
Matrica Analizinis Gausso ir Radau Hammerio
operacijy tasky operaciju tasky operacijy
Naudojant bazines matricas [T, Jir [T, ]
[T,] 139-10° 9 102-10° 7 80-10°
[Ti,:u] 1752-10° 9 197-10° 9 197-10°
(K, ] 18,6:10° 2,8-10¢ 2,610°
Naudojant tarpinius vektorius ir matricas [H ]. {S}, [HS], [M, ]
7 193
(H ]
9 237
s) 7 746
! 9 950
7 75
[HS)
9 93
L 9 634
(K, A 7 60 998 *
i=1,2,4,5 9 78 378 *
(K, ;] 9 11 859
7ir9 72 857
[K,]
9 87 011

* yisoms keturioms matricoms skaiciuoti

* to have all four matrices calculated

yra normuotyju koordinaciy vektoriai H; ir H, | jra-
$ius reikSmes i§ integravimo lenteliy. Po tam tikry per-

tvarkymuy matrica [K L33] yra tokia:

[k 5= fle2 f Tale? bia = (P17 x

H $1A +H 5,4 + T
H +
+(H 1S, +H 55 JAjg

[H.ISIAIZ +H'252A22 -f-}S T

H IA[FT.
+(H.152+H,251)A26 22 FT". @3)

> t—

H,1S1A16 +H'252A26+ SlH£+
+
+(H,5, +HS Mgs | 45,07

Kadangi sandaugos H ;S;, (i, j = 1, 2) jeina i (23)
i8raiska po penkis kartus, jas taip pat verta suskaiciuoti
i$ anksto. Tai irgi bus (10x9) dydzio matricos. Sub-
matricos [K,,,] skaiCiavima galima dar labiau supap-

rastinti, kadangi ji yra simetriska.

Panasis pertvarkymai atlickami su kitomis [K ]
submatricomis. Kadangi matrica [K,] yra simetriska, be

(K.
matricos [K,,] i8raiSka, naudojant skaitin] integravima:

], belieka suskaiCiuoti keturias submatricas. Sub-

[k 1is)= [lo7' T (a2 s = [T

[F] (24

w,— Hammerio svorio koeficientai; n =7 arba n =9 pri-
klausomai nuo pasirinkto integravimo tikslumo. I3 pir-
mo zvilgsnio gali atrodyti, jog bty racionaliau sub-
matricoms [K, ;] [K;,;], [K;3,] ir [K;;s] naudoti tas
pagias [H ], {Si}, lH,,-S_/J (i, j =1, 2) israiskas, ku-
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rios buvo naudojamos submatricai [K,,;] gauti, t.y. nau-
doti didesni, negu reikia, integravimo tiksluma (# = 9),
kad nereikéty perskaiéiuoti minéty tarpiniy vektoriy ir
matricy, kai n =7,

Taciau, naudojant MATHEMATICA, iSvedus rei-
kalingus paprogramius, paaiskéjo (Zr. lentelg), kad, kai
integravimas yra pakankamai tikslus (t. y. atskirai skai-
¢iuojami tarpiniai vektoriai ir matricos, kai n =7 ir kai
i1 = 9), bendras operacijy skaiCius matricai [K,] suskai-

¢iuoti yra mazesnis.

6. ISvados

Taikant kompiuterinés algebros technologija buvo
integruoti $estojo it astuntojo laipsnio polinomai ir gau-
tos pradiniy poslinkiy matricos geometriskai netiesiniam
sluoksniuotajam baigtiniam elementui TRIPLT.

[$analizavus integravimo rezultatus, galima teigti
kad:

1. Taikant skaitinj integravima slankiojo kablelio
operaciju skaifius yra pakankamai mazas. Tai leidZia
realizuoti programa pladiai prieinamomis kompiuteriné-
mis priemonémis, taigi §iuo atzvilgiu néra ypatingy klia-
¢iu geometrinj netiesiSkuma efektyviai taikyti TRIPLT
tipo baigtiniam elementui.

2. Kompaktiskiausi paprogramiail gaunami polino-
mus integruojant skaiti§kai, su Hammerio koeficientais,
naudojant tarpinius vektorius ir matricas.

3. Sestojo laipsnio polinomui integruoti nebatina
taikyti Gausso ir Radau metoda: integravimo tikslumui
nereikia $iam elementu1 devyniy tasku, bet §iuo atveju
devyni taskai — tal minimumas, kuris bitinas taikant §j
integravimo metoda.

4. Astuntojo laipsnio polinomo integravimo iSrais-
kos turi beveik vienoda operaciju skaiiu tiek taikant
Gausso ir Radau metodg. tiek Hammerio. Kadangi tai-
kant Hammerio metods integravimo taskai trikampio
plote iSdéstomi simetriskai (1 pav. ir 2 pav. b), uz Gaus-
so ir Radau metoda jis turéty buti efektyvesnis ir §iuo
atveju.

5. lvertinus tai, kad analizinio integravimo rezulta-
tas yra tikslus (kiek leidzia kompiuterinis skai¢iavimas),
nebitina visiSkai jo atsisakyti. Jis gali buti taikomas,
konstrukcijas skai¢iuojant su galingais kompiuteriais, ku-
rie gali atlikti kelis milijonus operacijy per sekunde.
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COMPARISON OF COMPUTER-AIDED INTEGRATION
TECHNIQUES WHEN OBTAINING INITIAL DISPLA-
CEMENTS MATRIX FOR GEOMETRICALLY NON-
-LINEAR LAMINATED FINITE ELEMENT

V. Kulini¢

Summary

Geometrical non-linearity of the laminated element has
not been realized so far in the widely known commercial
finite element method packages such as ABAQUS, ALGOR,
ANSYS, COSMOS although researches in that field are ac-
tively carried out. On the other hand, there is a lot of pro-
blems where large displacements and deformations must be
dealt with to obtain a precise decision.
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A wide range of composite orthotropic materials is used
in constructions and other fields of technology. Various nu-
merical methods were implemented to handle laminated pla-
tes and shells, however most of them are intended for appli-
cation only with particular types of the structures.

The author’s aim is to develop a geometrically non-
linear finite element that could be effectively used for analy-
sis of various laminated slabs regardless of their shape, thic-
kness of laminae, properties of materials, direction of orthot-
ropy axes, way of loading and boundary conditions.

Obtaining and handling the element’s initial displace-
ment matrix used in the iteration process is a highly compli-
cated issue requiring significant amount of computer resour-
ces to be involved. One of the most important aims of the
research is to develop an element which could be used not
only in an expensive multiprocessor mainframes, but also in
an usual personal computer.

For the structure, a sophisticated finite element TRIPLT
having 50 degrees of freedom is used. The geometrical mat-
rix for this element is obtained involving L-coordinates’ array
while displacements and rotations in the middle of the ele-
ment are expressed through the nodal displacements (rota-
tions), their derivatives, and displacements (rotations) in the
central point. Linear and non-linear components for the geo-
metrical matrix are shown in Egs 2 and 5.

The behaviour of a geometrical non-linear finite ele-
ments structure 1s described by Eq 8. The tangent stiffness
matrix consists of the conventional linear elastic stiffness mat-
rix, initial stress matrix and initial displacements matrix which
is obtained by Eq 10, using both analytical and/or numerical
integrating.

The analytical integrating involves expanding of the ap-
propriate expressions into basic matrices (Eqs 11, 12) and
using formula 15. The initial displacement matrix in term of
constitutive matrix’s elements and the basic matrices is shown
in Egs 13 and 14.

Numerical integrating is conducted by two methods: those
using Hammer and Gauss-Radau weight coefficients. Numeri-
cal approach is applied both to the basic matrices and facto-
rised expressions of submatrices involving intermediate arrays
and matrices (Eqs 23, 24).

Two ways of obtaining the intermediate arrays and mat-
rices are discussed.

Because of high complexity of the procedures involved
the computer algebra system Marhematica was used for the
integrating and recording FORTRAN codes.

Comparison of the effectiveness of all the procedures is
presented in a table.

The investigation results show that the initial displace-
ment matrix obtained by means of numerical integration in-
volves a small amount of arithmetic operations to be handled
with a usual personal computer.
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